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An idea which can be used only once is a trick.
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George Pélya
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Capitolo 0

Richiami di Analisi Funzionale

Dato un insieme aperto  C R", lo spazio delle funzioni continue C(Q)! ¢ un
classico esempio di spazio di Banach, rispetto alla norma del massimo | f| =
maxg |f(z)|. L’esistenza del massimo ¢ garantita dal teorema di Weierstrass, es-
sendo () compatto. Anche I'insieme delle funzioni continue nulle all’infinito C?(R),
rispetto alla norma || f|| = sup|f(z)|, & uno spazio di Banach. Questo, invece, non
vale per I'insieme delle funzioni a supporto compatto C3(R), per quanto sia in es-
so contenuto. Tra gli spazi LP(Q) delle funzioni integrabili secondo Lebesgue, un
ruolo particolarmente importante é ricoperto dal caso p = 2. Infatti, per la disu-
guaglianza di Holder,? su L%(f2) é possibile introdurre un prodotto scalare definito
come

(f.9) = /Q f(2)g(x) de

che induce la norma | f|2. Rispetto a questa norma, lo spazio & comple-
to, quindi L?(Q)) ¢ uno spazio di Hilbert. Anche il suo equivalente discreto &
particolarmente importante: ¢2(£2) I'insieme delle successioni quadrato sommabili.

Teorema 0.0.1. Dati X,Y spazi vettoriali normati, sia T un operatore lineare
T:X — Y. Allora le sequenti condizioni sono equivalenti

1. T é continuo nell’origine: data x,, — 0 in X si ha Tz, =0 inY
2. T é continuo: data x, — x in X, st ha Tx, - Tx in Y

3. L’estremo superiore del rapporto

[Tz

1Ricordiamo che con la notazione Q intendiamo la chiusura dell’insieme, ovvero Q = QU 6.
2Reminder importante del corso di Analisi III: dati p, ¢ esponenti coniugati, % + % =1, se

f e LP(Q)ege LIYN) allora fg € L1(Q). Per ulteriori dettagli, cercate sul vostro motore di
ricerca preferito.

< o0 (0.0.1)
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In modo equivalente, ma forse piu agevole nella pratica, la terza condizione si
puo pensare come: esiste M > 0 tale che |Tz| < M]||z]|.

Un operatore lineare T per cui valga una, e quindi tutte, delle proprieta di cui
sopra si dice continuo o limitato. I due termini sono equivalenti, perché si dimostra
che un operatore lineare ¢ continuo se e solo se limitato. La (0.0.1) definisce la
norma dell’operatore ||T||. Questa costruzione permette di poter introdurre una
struttura normata sull’insieme di tutti gli operatori lineare tra due spazi vettoriali
normali £(X,Y).

Alla luce di questa definizione, possiamo identificare ’operatore di convoluzione
f * g come un operatore lineare continuo tra due spazi funzionali.

Teorema 0.0.2 (di Young). Siano f,g € L'(R), allora la loro convoluzione é
ben definita, f+g € LY(R) e ||f * gl < ||fll1llglli. In generale, se f € L*(R) e
g9 € LP(R), con p = [1,00], allora f + g € LP(R) e |[f * gl < [ fll1llgllp

Tra tutti i possibili operatori lineari continui, siamo particolarmente interessati
ai funzionali, ovvero gli operatori della forma T : X — R, aventi come insieme di
arrivo i numeri reali. L’insieme di tutti i funzionali lineari continui X* = £(X,R)
viene chiamato spazio duale ed & uno spazio di Banach.

Possiamo chiederci quanto é popoloso lo spazio duale di un dato spazio normato
X. Spazi di funzioni molto regolari, come C°([0, 1]) ammettono una lunga lista di
funzionali, mentre spazi meno regolari, come quelli delle funzioni integrabili, ne
ammettono meno. A tal proposito, consideriamo X = LP({) con 1 < p < oo.
Fissiamo una funzione g € L()), con ¢ esponente coniugato a p. Allora, per la
disuguaglianza di Holder fg € L'(Q2) e vale

| [ fada| < 7all < 171l

Fissata g € L%(Q)), siamo portati a pensare all’integrale di cui sopra come
all’applicazione di un funzionale T' : LP(Q)) — R, lineare rispetto a f e continuo
per la disuguaglianza appena scritta; infatti, |T'f| < C||f|p, dove la costante
¢ proprio la norma ¢ di g. 7T appartiene allo spazio duale (LP(2))" e la sua
norma, nel senso della (0.0.1) vale esattamente ||T'|| = ||g|l4- Per p,q coniugati,
ogni funzione g € L(Q?) definisce univocamente un funzionali lineare continuo su
LP(Q). Esistono altri funzionali su questo spazio? La risposta é no.

Teorema 0.0.3 (di Rappresentazione di Riesz I). Sia 1 <p < oo eT € (LP(2))",
allora esiste un’unica funzione g € L1(QY), con p e q coniugati, tale che

Tf:/Qfgda? Ve LP(Q)

Quindi, qualsiasi funzionale lineare continuo é unicamente caratterizzato come
integrale fg. Lo spazio duale (LP)" e lo spazio L? sono in corrispondenza biunivoca,
scriviamo (LP)* =2 L9, Prendiamo il caso particolare p = 2, che ha come esponente
coniugato se stesso. Quindi, L? si identifica con il suo duale.



Questa caratteristica non ¢ del solo spazio L?, ma in generale di tutti gli spazi
di Hilbert. Infatti, sia H uno spazio di Hilbert con prodotto scalare (-, -). Fissiamo
v € H e definiamo il funzionale lineare T : u — (v, u). Allora

|Tu| = [{(v,u)] < ||v||nllullxg = Cllullgky = T continuo

Come prima, ci chiediamo se esistono altri funzionali. La risposta viene da un
altro teorema di Riesz.

Teorema 0.0.4 (di Rappresentazione di Riesz II). Sia H wuno spazio di Hilbert.
Per ogni T € H*, esiste un unico v € H tale che Tu = (v,u), per ogni u € H.
Inoltre, ||T||x = ||v|l%-

Concludiamo la sezione con alcuni importanti risultati di calcolo a piu variabi-
li. In primis, consideriamo un aperto connesso 2 € R™, che chiameremo dominio.
Siamo interessati ai domini sufficientemente regolari, in particolare ai domini di
classe C!, che sono localmente il grafico di una funzione ¢ € C!, e i domini lipschi-
tziani, che localmente coincidono con una funzione di Lipschitz. Questi ultimi, piu
generali dei primi, possono avere un numero finito di punti angolosi.

Teorema 0.0.5 (della Divergenza). Sia Q C R" un dominio limitato e lipschi-
tziano, sia F : R™ — R™ un campo vettoriale di classe F € C1(Q). Allora

/V~Fd:1::/ F-n.do
Q oN

Consideriamo due campi scalari u € C2(Q) e v € C*(Q). Consideriamo

V- (vVu) = Vv - Vu+ oV -Vu = Vo - Vu +vVu

Integriamo sul dominio 2 e applichiamo il teorema della divergenza, ottenendo
la prima identita di Green

ou

v do
a0 ane

/VU~Vu+vV2udx:/V~(UVu)dx:/ vVu - nedo =
Q Q o9

Questa espressione non € simmetrica rispetto all’inversione di u,v. Tuttavia,
scambiano u con v e sottraendo le due espressioni ottenute si ottiene la seconda
identita di Green

/ Ou v do = / wWV2u — uV3ude
o Q

v —Uu
Q ane 8ne







Capitolo 1

Equazione di Laplace e Poisson

L’equazione di Poisson, e la sua variante omogenea dedicata a Laplace, appare
spesso nello studio di fenomeni fisici stazionari, che non dipendono dal tempo.
Storicamente, la sua prima apparizione é avvenuta nell’ambito della teoria del po-
tenziale elettrostatico: sia E il campo elettrostatico generato da una distribuzione
di carica continua nello spazio, con densita p = p(x). Applicando il teorema di
Gauss si ottiene la prima equazione Maxwell, V - E = 4wkp(z). Ma il campo
elettrostatico é conservativo, quindi esiste un potenziale tale che E = V¢, da cui

V-V = Vi =dnkp(x)

Gli stessi procedimenti valgono anche per il campo gravitazionale. Conside-
riamo un fluido incomprimibile con campo di velocita v, per il quale V - v = 0.
Supponiamo che il moto sia non vorticoso, ovvero V x v = 0. Sotto opportune
condizioni che assumiamo soddisfatte, un campo irrotazionale é anche conserva-
tivo, quindi esiste un potenziale ¢ per il quale V¢ = 0, ritrovando nuovamente
I'equazione di Laplace. Questa equazione compare spesso nello studio di fenomeni
stazionari, come la conduzione del calore o la vibrazione di una membrana quando
il sistema ha raggiunto uno stato di equilibrio.

Infine, 'equazione di Laplace, le cui soluzioni sono chiamate funzioni armoni-
che, & strettamente legate alla teoria delle funzioni olomorfe di variabile complessa.
Sia f : C — C funzione olomorfa, allora parte reale e immaginaria soddisfano le
equazione di Cauchy-Riemann

ou Ov Ou ov

or oy Oy or
Le funzioni olomorfe sono infinitamente derivabili, quindi in particolare u,v €

C2. Derivando nuovamente la parte reale rispetto a x, o in modo analogo la parte
immaginaria rispetto a y, si ottiene
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Pu  0*u 0% 0%

Ox? + Jy?  0xdy  Oyox

Parte reale e immaginaria di una funzione olomorfa sono funzioni analitiche.

Vale, in realta, una condizione piu forte: le funzioni analitiche sono tutte e sole le

parti reali e immaginarie di funzioni olomorfe. Un caso decisamente importante,

che sara utile in seguito, riguarda la funzione olomorfa f(z) = 2" = (x +iy)". In

coordinate polari parte reale e parte immaginaria sono w, = p"cos(nf) e v, =
p"sin(nf). Queste funzioni sono chiamate armoniche elementari del piano.

1.1 Condizioni al Contorno

Affinché un problema alle derivate parziali sia ben determinato ¢ necessario im-
porre delle condizioni sulla forma della funzione incognita sul bordo del dominio.
Queste prendono il nome di condizioni al contorno e si distinguono in

e Condizione di Dirichlet: Imponiamo che sul bordo la soluzione valga una
certa funzione, ovvero u(z) = g(x) per x € 9

e Condizione di Neumann: Si impone che la derivata normale della soluzione
ou

sia uguale ad una funzione data, 5 = g per x € 99

¢ Condizione mista: su una sezione di bordo ¥; imponiamo una condizione di
Dirichlet, mentre sulla porzione Y5 imponiamo una condizione di Neumann.
Per evitare contrasti, le due porzioni devono essere disgiunte e 31 UXy = 92

e Condizione di Robin: Presa « una costante strettamente positiva e g funzione
data, si impone che sul bordo 9Q

ou

o g (1.1.1)
Questa condizione deriva da situazioni termodinamiche stazionarie, in cui
u(z) rappresenta la temperatura e du/dn il flusso di calore con ’ambiente
esterno. Per questioni di bilancio, la somma di queste due quantitd deve
essere uguale alle sorgenti di calore.

Teorema 1.1.1 (di Unicitd). Sia Q un dominio limitato e lipschitziano, allora
nella classe di funzioni C*(Q) N CY(Q) per il problema di Dirichlet, misto e di
Robin la soluzione se esiste ¢ unica. Per il problema di Neumann, se la soluzione
esiste & unica a meno di una costante additiva.

Dimostrazione. Siano uy,uz € C3(Q) N CL(Q2) due soluzioni dello stesso problema.
Consideriamo la differenza u = u; — ug, che vive nel loro medesimo spazio

Viu=V3(u —ux)=f—f=0 = Vu=0
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dove f ¢ il dato al bordo. La u su 052 soddisfa la stessa tipologia di condizioni di
uy € ug, avendo perd come dato al bordo g = 0. Applichiamo la prima identita di
Green alle funzioni v = v, tenendo perd a mente che questa richiede u € C2(f2),
una regolarita piu forte di quella ipotizzata; di questa questione ci occuperemo in

seguito
9 9 ou
uVeudr + | |[Vul|"dz = u——do
Q Q o On

Vul?2dz = ua—u do
[Vl
Q a0 On

In quest’ultima equazione non compaiono derivata seconde, quindi ha senso anche
solo per u € C1(2); anche su questo punto si fara chiarezza alla fine. Distinguiamo
adesso le varie tipologie di problemi al contorno.

Dirichlet: per ipotesi © = 0 sul bordo 0. 1l termine destro si annulla, quindi
anche l'integranda di sinistra Vu = 0. Questo significa che v deve necessa-
riamente essere costante su tutto il dominio 2; ma avendo gia imposto sul
bordo u = 0, non rimane che concludere che v = 0 ovunque.

Neumann: per ipotesi Ou/dn = 0 sul bordo 99, quindi il termine destro si
annulla, da cui Vu = 0, quindi v = costante.

Misto: Spezziamo il bordo in due sezioni disgiunte 02 = X1 UY5, per additivita

dell’integrale
/ u%daz/ u%daJr/ u@dU:O
aq On s, On s, On

Adesso valgono le stesse considerazioni del problema di Dirichlet, essendo
u=0su .

Robin: Partendo dalla condizione udu/0n = —awu si sostituisce

/u@daz/ —aquoz—a/ w?do <0
o0 On o0 o0

Quindi anche il termine di sinistra, che battezzeremo A, deve essere non
positivo A < 0. Ma A é l'integrale di una quantita positiva, allora A =0 e
u costante. Ma se u costante, la sua derivata direzionale verso n ¢ nulla, da
cui per la condizione di Robin v = 0 su Q.

Rimane da fare chiarezza sull’utilizzo, apparentemente ingiustificato, della pri-
ma identita di Green, in assenza delle ipotesi necessarie. Consideriamo una suc-
cessione di domini limitati lipschitziani, crescenti Q) C Q41 e contenuti con
compattezza in Q tali che

o0
U Q. =0Q
k=1
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Adesso, possiamo affermare che u € C(€;) e quindi possiamo applicare la prima
identita di Green. Dopo aver cancellato I'integrale del laplaciano, unico termine
che richiede u € C(), possiamo far tendere k — oo. O

Consideriamo il problema di Neumann per 'equazione di Laplace, V2u = 0,
con soluzione in C?(Q)NCY(Q) e condizione al contorno du/dOn = g. Per il teorema
della divergenza

/Vzudx:/V~Vudx: Vu~nedc7:/ %dU:O
9) Q o0 a0 On

/%daz/ gdo =0
o0 On N

Questa ¢ una condizione di compatibilita sul dato g; se questa non é soddisfatta,
il problema di Neumann non ammette soluzione. In termini termodinamici, questa
equazione esprime il bilancio tra calore uscente e calore entrante alla frontiera di
un corpo, in assenza di sorgenti di calore.

1.2 Laplaciano sul Cerchio

Consideriamo ’equazione di Laplace nel caso bidimensionale, sul dominio 2 =
{(x,y) € R? : 2% + y? < r}, che rappresenta un cerchio nel piano. Occupiamoci di
risolvere il problema di Dirichlet

2Pu | 9w _
oz2 T oy =0 (1.2.1)
u(z,y) = f(z,y) =€

Per prima cosa, passiamo a coordinate polari (p,8) € [0,r] x [0,27). L’equa-
zione di Laplace diventa

u  10u 1 0%

dp? * pop - p? 062
mentre la condizione al contorno u(r,0) = f(6), dove rimane una funzione della
sola variabile 6. Procediamo con la tecnica di separazione di variabili, in cui
cerchiamo soluzioni della forma u(p,0) = R(p)©(#). A priori, non sappiamo se
questa espressione rappresenta tutte le soluzioni possibili. Sappiamo perd che,
sotto determinate condizioni, la soluzione & unica, quindi se troviamo una soluzione
con la tecnica di separazione di variabili, possiamo essere sicuri che questa sia quella
giusta. Riscriviamo ’equazione di Laplace in termini di R, ©

=0 (1.2.2)

R%mmm+%ﬁwww»+%3@m%m=o
JR'(p) . R(p) _ ©"(0)

Rp) "R 0w

p
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Il termine sinistro dipende unicamente dalla variabile p, mentre quello destro
da 6, quindi concludiamo che sono entrambi costanti e pari a un generico .

P*R"(p) + pR'(p) = AR(p) =0 pe0,r)
0"(0) +X0(0) =0 6 € [0,2n]

Partiamo dall’equazione per ©(#): questa & un’equazione ordinaria del secondo
ordine, le cui soluzioni dipendono dal segno di A, che é esso stesso un’incognita del
problema. Per questioni di simmetria, imponiamo che ©(0) = O(27), altrimenti
la soluzione risulterebbe discontinua. L’unica tipologia di soluzioni 2w —periodica
é quella per X > 0, il classico oscillatore armonico. Poniamo \?> = n

0,,(0) = ay, cos(nd) + by, sin(nb)

L’equazione per R(p) con A = n? # 0 & un’equazione di Eulero, le cui soluzioni
vanno ricercate nella forma R(p) = p®. Derivando e sostituendo si ottiene

p2a<a_1)pa—2+appa—l _n2pa =0

plala=1)+a—-n’]=0 = a==+n R(p)=cip" +cop "

Rimane da discutere il n = 0: l’equazione perde il termine di ordine zero;
attraverso la sostituzione v = R’'(p) si abbassa ulteriormente I’ordine

_h

p R(p) = dz + dy log(p)

pv'(p) +v(p) =0 = v(p)

Tutti questi coefficienti sarebbero a priori da determinare; tuttavia, ci aspettia-
mo che la soluzione sia limitata all’interno del dominio, in particolare nell’origine
p = 0. Quindi poniamo a zero tutti i coefficienti dei termini illimitati nell’origine
cg = dy = 0. Moltiplichiamo le due componenti e rinominiamo i coefficienti in
modo da ottenere

un(p,0) = p"(an cos(nb) + by, sin(nb)) (1.2.3)

Per linearita, qualsiasi somma finita di queste soluzioni soddisfa ancora I’equa-
zione di Laplace. Cerchiamo di soddisfare le condizione al contorno utilizzando
una serie infinita

u(p,0) = ap + Z p" (an cos(nf) + by, sin(nd)) (1.2.4)

n=1

Supponiamo di poter scrivere il dato al bordo f(6) in serie di Fourier, succes-
sivamente discutere le ipotesi che giustificano questo punto, allora deve essere
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Qo

u(r,0) = £(0) = 5" + > an cos(n) + By sin(nd)

n=1

ao n n
ap = - Tan =on by, = Bn

dove ay, By, sono i coefficienti di Fourier del dato al bordo f(6). Abbiamo
cosi ottenuto una candidata soluzione al problema di Dirichlet sul cerchio; biso-
gna ancora studiare quali condizioni deve verificare f(f) affinché la soluzione sia
effettivamente corretta.

u(p,8) = % + Z (g)n(an cos(nb) + B, sin(nf)) (1.2.5)

Equazione di Laplace sul Cerchior =1

Y -1 -1 X

Figura 1.1: Soluzione dell’equazione di Laplace con dato al bordo f(6) = 0(m — )

1.2.1 Ipotesi di regolarita

Studiamo ora quali ipotesi di regolarita deve soddisfare il dato al bordo f(6) af-
finché la (1.2.5) sia effettivamente la soluzione. Supponiamo che f € L(0,2m),
allora i coefficienti di Fourier esistono e sono tali che



